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基于改进型调度算法的无人机遂行编队飞行研究 

摘  要 

近年来，无人机领域的相关研究备受瞩目，其在包括测绘勘探、农业灌溉等领域

的潜在价值逐渐被挖掘利用，但在实际应用的复杂动态环境中，无人机遂行编队飞行

需要考虑多方面的复杂因素。本文着重讨论了在无人机采用纯方位无源定位法的情况

下，通过设计改进型无人机调度算法，以实现无人机编队的有效定位与机群调度。 

针对主问题一，本文立足已知信息建立了极坐标系模型，结合本题中纯方位无源

定位法的原理，通过正确无人机的已知参数来描述偏差无人机的未知参数，求解得到

偏差无人机具体的极坐标位置，进而基于上述条件对问题一的子问题进行分析。 

针对子问题一，为建立被动接收信号无人机的定位模型，提出单无人机调度方案。

本文首先创新性地定义了无人机调度过程中的描述方法：通过定义响应点𝐾、目标点

𝐻与预测点𝑃，对偏差无人机的调度进行了细致明确地描述。其次，基于上述定义并结

合极坐标模型，设计出基于 Python 程序语言的偏差无人机调度算法，通过不断地循

环迭代来使得偏差无人机尽可能逼近其正确的目标点。最终，本文通过修正后的数据

集，对该无人机调度算法进行测试与评估，结果表明，本题算法的准确率高达 99.9%。 

针对子问题二，为解决除已知的无人机𝐹𝑌00, 𝐹𝑌01外，还需要引入几架无人机，

才能实现对偏差无人机进行有效定位的问题。本文通过逐步引入发射信号无人机的策

略，模拟对未知编号无人机的定位，分析是否可以对所有情况下的偏差无人机进行有

效定位。最终得出，在已知编号为𝐹𝑌00, 𝐹𝑌01无人机的情况下，仅需要再引入 1架无

人机，即可实现对偏差无人机的有效定位。 

针对子问题三，为提出无人机集群整体的调度方案，本文对原算法循环迭代的方

式做出进一步的优化，引入调度中介无人机，采用调度中介循环更替的创新方法，将

子问题一中无人机调度算法从单无人机调度扩展到多无人机调度，同时使得各偏差无

人机最终的预测点尽可能地逼近其对应的正确目标点。并且，本文通过测试题表中的

数据集，对改进型无人机调度算法进行测试与评估，结果表明，该改进算法能够精确

地将所有的偏差无人机逐步逼近至其对应的正确目标点，且拟合精度高达 99.9%。 

针对主问题二，基于圆形飞行编队的无人机调度算法进一步推广到本题中的锥形

飞行编队，本文考虑到该锥形模型的特殊性，在原有算法的基础上，拓展出响应点之

间的反馈机制，从而实现动态调整响应点的同时，对先前已调整过的其他响应点进行

进一步的优化。最终本文解决了圆形及锥形无人机集群的纯方位无源定位问题。 

最后，本文结合实际情况对模型进行了评价与推广，使得模型具有很好的通用性。 

关键词：无人机调度算法 纯方位无源定位 极坐标系模型 圆形无人机编队 
  



 

2 
 

一、 问题重述 

近年来，随着 5G 通信、计算机技术的蓬勃发展与优化算法、人工智能等领域的开

拓创新，无人驾驶飞行器（无人机）取得了突破性进展，在包括空中测绘、军事勘探、

农业灌溉等领域的利用价值被逐步挖掘[1-4]。但在实际应用的复杂动态环境中，无人机

的遂行编队容易受到来自外界的电磁干扰，造成无人机的位置偏差乃至于定位丢失，

使得无人机群执行任务变得困难[5, 6]。 

为尽量避免电磁干扰、保持无人机编队队形，相关研究者提出了纯方位无源定位

的方法：由编队中的某几架无人机发射信号，其他无人机保持电磁静默，被动接受信

号。其中，无人机所收到的纯方位信息约定为：该无人机与任意两架可以发射信号的

无人机连线之间的夹角。此外，规定编队中的每架无人机均有固定编号，且与编队中

其他无人机的两两相对关系保持不变。本文基于上述纯方位无源定位的方法，建立数

学模型分析研究以下问题： 

问题一：飞行编队由 10 架无人机组成一个圆形编队，其中 9 架无人机（编号 FY01-
FY09）均匀分布在以中心无人机（编号 FY00）的位置为圆心的某一圆周上，并且所

有无人机均保持在同一高度上飞行。现基于以上条件，解决下列子问题： 

（1）位于圆心的无人机（编号 FY00）和位于圆周上的另外 2 架无人机发射信号，

其余偏差无人机被动接受信号。当发射信号的 3 架无人机位置无偏差且编号已知时，

建立被动接受信号无人机的定位模型。 

（2）某个偏差无人机接收到编号 FY00 与 FY01 的两架无人机发射的信号，另外

还接收到编队中若干编号未知，即在圆周上的定位未知的无人机发射的信号。如果发

射信号的所有无人机位置均无偏差，那么除了编号已知的两架无人机外，还需要引入

几架无人机发射信号，才能实现该偏差无人机的有效定位？ 

（3）现已知 1 架无人机位于圆心，另外 9 架无人机均匀地分布在半径为 100米的

圆周上。当初始时刻的无人机位置略有偏差时，请给出合理、具体的无人机位置调整

方案：即经过多次的调整，每次选择无人机 FY00和圆周上的最多 3 架无人机发射信

号，其余的无人机根据接收到的方向信息不断地进行位置调整，进而到达规定的理想

位置。最终使得圆周的 9 架无人机都能均匀分布在半径为 100米的圆周上。其中，10
架无人机各自的初始位置如题所示。 

问题二：在现实的飞行中，无人机集群也可以是其他编队队形[7, 8]，例如题中的锥

形编队队形，在该队形中，直线上相邻两架无人机的间距相等（如 50米）。现仍采用

纯方位无源定位的方式，设计高效合理的无人机位置调整方案。 
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二、 模型假设与说明 

2.1 模型假设 

1. 所有的无人机均既可以发射信号，也可以接收信号； 

2. 发射信号的无人机同时可以接收其他无人机发射的信号； 

3. 角度信息为无人机集群相互通信的唯一信息； 

4. 位置正确的无人机两两之间始终保持相对静止； 

5. 不考虑无人机集群在空中飞行时潜在的外界影响因素，如刮风下雨、电磁干

扰、飞鸟碰撞等情况。 

2.2 假设说明 

因模型假设对于本文模型的建立与求解至关重要，将会极大地影响本文模型的科

学性与有效性，因此本文首先对模型假设进行必要的说明： 
针对假设 1，本文考虑实际情况，认为无人机集群中的任一无人机应该均可以发

射信号，也可以接收信号，只是为了避免电磁干扰，人为地设置被动接受信号的无人

机保持电磁静默，不发射信号； 
针对假设 2，基于上述的说明，可进一步推断，发射信号的无人机可以接收其他的

无人机发射的信号，也即发射信号的无人机之间是可以进行信息通信的； 
针对假设 3，基于充分理解题中对于纯方位无源定位的诠释，本文假设角度信息

为无人机集群相互通信的唯一信息； 
针对假设 4，结合模型建立过程中实际考虑，通过假设位置正确的无人机两两之

间始终保持相对静止，进而消除本文模型建立过程中的次要因素干扰，确保本文模型

的有效性。 
针对假设 5，结合实际情况，本文不考虑无人机集群在空中遂行编队飞行时潜在

的外界不可抗因素的影响，从而排除小概率事件的影响。 

三、 符号说明 

符号 说明 单位 
𝑂 极坐标系模型的极点 / 

𝐵 位于圆周上的已知无人机所在的端点 / 

𝐾 响应点，用以描述偏差无人机在调度过程中的动态位置 / 

𝐻 目标点，用以描述偏差无人机希望尽可能逼近的优化结果   / 

𝑃 预测点，用以描述响应点最后能够达到的一个最优解 / 

∆𝛼 响应夹角与目标夹角的角度差值 度 

∆𝑑 响应点与目标点之间的距离差值 米 
𝐷! 所有偏差无人机的偏差距离之和 米 
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四、 模型的建立与求解 

4.1 问题一模型的建立与求解 

4.1.1 子问题一模型的分析 

问题一要求建立被动接受信号无人机的定位模型，则需要获得偏差无人机对于已

知无偏差无人机的相对位置信息。也即本文通过已知无人机的位置，来描述偏差无人

机的位置，由已知推算未知，即可对偏差无人机进行定位。 

 
图 1 子问题一分析流程图 

如图 1所示，本文首先通过已知编号的无偏差无人机的位置来建立二维平面上的

极坐标系模型，从而可描述已知无人机的具体极坐标定位，再根据无人机之间纯方位

无源定位的方法，来确定偏差无人机与无偏差无人机之间的角度关系，进而推得偏差

无人机的具体极坐标定位。 

在此基础上，考虑到偏差无人机仅能被动接收信号，而无法反馈信息给已知无人

机，为实现偏差无人机的正确调度，使其返回对应的正确圆周位置，本文进一步使用

Python 设计偏差无人机的调度算法，结合上述极坐标系模型进行定位计算，最终实现

被动接受信号无人机的有效定位与位置调度。 

4.1.2 极坐标模型的建立 

极坐标系模型指的是在平面内，由极点、极轴、极径组成的二维坐标系模型。在

平面上取一个点称为极点𝑂，从极点𝑂出发引一条射线𝑂𝑋称为极轴，并规定极坐标系

上的角度取逆时针方向为正，顺时针方向为负。从而，平面上任一端点𝐾的位置，均

可用线段𝑂𝐾的长度（记作𝜌），以及从射线𝑂𝑋到线段𝑂𝐾的角度（记作𝜃）来确定，而

有序数对(𝜌, 𝜃)即称为𝐾点的极坐标定位，记作𝐾	(𝜌, 𝜃)。 

如图 2所示，为了通过数学语言描述接收信号无人机的位置信息，本文建立二维

极坐标系模型，以中心无人机𝐹𝑌00的位置作为极点𝑂，以𝑂为极点且经过无人机𝐹𝑌01
所在端点𝐴的射线作为极坐标轴，建立极坐标系。 

现假设圆周半径为𝑟，则无人机𝐹𝑌00的极坐标为(0,0)，无人机𝐹𝑌01的极坐标为

(𝑟, 0)，为不失一般性，本文假设圆周上另一架已知无人机编号为𝐹𝑌0𝐵(𝐵 ≠ 0,1)，其

所在位置为端点𝐵。由本题中定义的无人机在二维平面的圆周上均匀分布的情况，可

知圆周上每架无人机的端点与原点𝑂之间的连线之间的夹角𝜏 = [2 9⁄ ]𝜋（如图 2）。进

而可推得无人机𝐹𝑌0𝐵的极坐标应为(𝑟, [𝐵 − 1] ∙ 𝜏)，其中𝐵 ∈ {2,3, … ,9}。进一步，可假

设偏差无人机𝐹𝑌0𝐾，其中𝐾 ∈ {2,3, … 9}\{𝐵}，则该无人机的极坐标位置为(𝜌, 𝜃)，其

端点为𝐾。因此，只要确定未知参数𝜌与𝜃，即可用数学语言描述偏差无人机的定位信

息。 
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图 2 极坐标模型的建模示意图 

如上所述，本文首先通过建立极坐标系来表示无人机在二维平面上的具体位置，

进而可以利用无人机纯方位无源定位的方法，确定偏差无人机与已知无人机的相对位

置关系。如图 3 中位置状态一所示，令∠𝑂𝐾𝐴 = 𝛼",∠𝑂𝐾𝐵 = 𝛼#,∠𝐴𝐾𝐵 = 𝛼$,∠𝑂𝐵𝐴 =
𝛼%, ∠𝑂𝐴𝐵 = 𝛼&, ∠𝐴𝑂𝐵 = 𝛼'，结合本文假设 1，再根据纯方位无源定位的原理，可推得

𝛼", 𝛼#, 𝛼$, 𝛼%, 𝛼&, 𝛼'均为已知角度。其次为便于表示，现假设端点𝐴𝐵之间的长度为𝑥。	

 

 
图 3 极坐标系模型中的四种状态示例 
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如图 3所示，本文具体列举出了偏差无人机相对于圆周上两架已知无偏差无人机

的 4 种位置概略图。将端点𝑂, 𝐴, 𝐵, 𝐾两两连线，即可构建图 3 不同位置状态中

∆𝑂𝐵𝐴, ∆𝑂𝐾𝐵, ∆𝑂𝐾𝐴等三角形的关系。进而，结合上文所述，求解本题的关键在于使用

已知条件来表示偏差无人机的参数𝜌, 𝜃。也即确定𝜌, 𝜃后，即可通过极坐标系模型对偏

差无人机进行具体的定位。为验证极坐标系模型对表示无人机定位的有效性与一般性，

以图 4 的位置状况为例，对此状态下偏差无人机的位置信息进行求解： 

 
图 4 极坐标系模型中的位置状态演示 

如图 4 所示，此时𝛼", 𝛼#, 𝛼$, 𝛼%, 𝛼&, 𝛼'的角度信息与𝑟, 𝑥的边长信息均为已知，根

据三角形的正弦定理与余弦定理可得： 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

								

𝑥# = 𝑟# + 𝑟# − 2𝑟 ⋅ 𝑟 ⋅ cos 𝛼'

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ 𝑥
sin 𝛼$

=
|𝐴𝐾|
sin 𝛼$ 	

=
|𝐴𝐾|

sin	(𝛼% − 𝛼# + 𝜃)
𝑟

sin 𝛼"
=
|𝐴𝐾|
sin 𝜃

 (1) 

进一步，对式 1化简求解可得极坐标模型的一般化公式：	

Y𝜃 = arc	cot
𝑟 ⋅ sin 𝛼$ − 𝑥 ⋅ sin 𝛼" ⋅ cos(𝛼% − 𝛼#)

𝑥 ⋅ sin 𝛼" ⋅ sin(𝛼% − 𝛼#)
𝜌 = 𝑟(sin	 𝜃 ⋅ cot	 𝛼" + cos	 𝜃)

 (2) 

 

其中 ]
𝑥 = ^2 ⋅ (1 − cos 𝛼') ⋅ 𝑟
𝛼' = ∠𝐴𝑂𝐵 = (𝐵 − 1) ⋅ #

(
𝜋

𝐵 = {2,3, … ,9}

 (3) 

本文考虑到根据无人机编号𝐹𝑌0𝐵中𝐵的不同取值(𝐵 ∈ {2,3, … ,9}\{𝑘})，端点

𝑂, 𝐴, 𝐵, 𝐾构建出的三角形关系可能也会有所不同，但本质上，均是通过求解三角形，

进而利用已知参数的极坐标信息来表示出未知参数𝜌, 𝜃，因此可推知极坐标系模型的

推理过程具有一般性。	
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综上，本文利用已知无偏差无人机的位置建立极坐标系模型，再通过纯方位无源

定位方法所得到的三角形关系，推导得出偏差无人机的级坐标(𝜌, 𝜃)，实现了在二维平

面中对被动接收信号无人机的坐标定位。 

4.1.3 极坐标系模型的求解 

如上所述，本文通过建立极坐标模型对偏差无人机进行了具体的定位，接下来需

要考虑如何设计一个调度算法，来对被动接受信号的偏差无人机的位置进行调整。首

先，由题可知无人机之间的传递的方向信息为：该接收无人机与另两架发射信号的无

人机连线之间的夹角，即角度为无人机集群通信的唯一信息。并且偏差无人机只能被

动接受信号而无法发送信号，即偏差无人机无法发送反馈给位置正确的已知无人机。 
因此，可推知无人机是通过对比目前的响应夹角与正确的目标夹角，来调整自身

的位置，从而能够不断逼近对应正确的圆周位置。如图 5所示，本文定义响应夹角为

∠𝑂𝐾𝐴, ∠𝑂𝐾𝐵, ∠𝐴𝐾𝐵（图中绿色实线部分），目标夹角为∠𝑂𝐻𝐴, ∠𝑂𝐻𝐵, ∠𝐴𝐻𝐵（图中红

色虚线部分）。其中，𝐾点位置记为偏差无人机的收到信号的初始响应点，本文定义响

应点是随𝐾点动态变化的，而目标点为响应点最终要逼近的目标，理论可推知上响应

点只能无限逼近于目标点，而无法到达目标点。 

 
图 5 响应夹角与目标夹角的示意图 

由上可知，偏差无人机调度的核心是通过判断响应夹角𝛼"与目标夹角𝛼#的差值∆𝛼，
其中∆𝛼 = |𝛼" − 𝛼#|。如图 5，可令∠𝑂𝐾𝐵 = 𝛼", ∠𝑂𝐻𝐵 = 𝛼#，通过不断调整偏差无人

机𝐾，使其∆𝛼逼近于 0，即可实现无人机从偏差的响应点𝐾移动到正确的目标点𝐻。意
即，偏差无人机虽然不能发射信号反馈位置，但其能够计算自身目前响应角和目标角

之间的差值，通过不断调整以缩小差距，从而不断逼近圆周上的目标正确点。因此，

本文基于以上原理，使用 Python 程序语言设计出偏差无人机的调度算法，该算法的伪

代码如下表 1所示（具体代码见附录）： 
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表 1 偏差无人机调度算法的伪代码 

算法1：偏差无人机的调度算法（伪代码） 

1 偏差无人机𝐾通过纯方位无源定位获取初始响应夹角； 

2 通过极坐标模型计算偏差无人机的响应点极坐标(𝜌!, 𝜃!)，目标点极坐标(𝜌", 𝜃")与已知

无人机的极坐标，如点A为(𝜌#, 𝜃#)，点B为(𝜌$ , 𝜃$), 其他同理； 

3 将极坐标转化为直角坐标，如响应点极坐标(𝜌!, 𝜃!)转换为(𝑥!, 𝑦!)即(𝜌!𝑐𝑜𝑠𝜃!, 𝜌!𝑠𝑖𝑛𝜃!)，
目标点极坐标(𝜌", 𝜃")转化(𝑥", 𝑦")即(𝜌"𝑐𝑜𝑠𝜃", 𝜌"𝑠𝑖𝑛𝜃")，其他同理； 

4 通过直角坐标计算出点与点之间的距离，如|𝐾𝑂|, |𝐾𝐴|, |𝐾𝐵|等； 

5 通过余弦定理计算出目前的响应夹角，与目标夹角进行对比，得出偏差∆𝛼 = |𝛼! − 𝛼"| 
6 for i_in_range(1000) // 循环迭代1000次 

     调整响应点直角坐标，即令(𝑥! + ∆𝑥)，此时𝑦!不变，此时重新计算偏差∆𝛼 
     for i_in_range(1000) // 循环迭代1000次 

         再令(𝑦! + ∆y)，此时再次重新计算偏差∆𝛼 
// 不断循环迭代，尽可能使得∆𝜶无限逼近于0，即响应夹角无限接近目标夹角 

7 取上述迭代过程中的𝑚𝑖𝑛∆𝛼所对应的直角坐标，记为预测点(𝑥%, 𝑦%) 
8 将预测点直角坐标(𝑥%, 𝑦%)即([𝑥! + ∆𝑥], [(𝑦! + ∆y])，转换为极坐标(𝜌%, 𝜃%) 
9 得到偏差无人机最终的预测坐标，即为(𝜌%, 𝜃%)，此时理论上无限逼近于目标点(𝜌", 𝜃") 

如上表 1 与下图 6，为了便于计算偏差无人机与已知无人机之间的距离，需要现

将极坐标转换为直角坐标，从而可以使用欧式距离公式𝐷 = #(𝑥! − 𝑥")" + (𝑦! − 𝑦")"进行

距离计算。进而，本文提出的偏差无人机调度算法通过不断循环迭代，调整偏差无人

机响应点对应的直角坐标(𝑥", 𝑦")，直到∆𝛼无限接近于 0，取得𝑚𝑖𝑛∆𝛼时无人机的最终

响应点的直角坐标(𝑥$, 𝑦$)，记为预测点𝑃，转换得到其极坐标为(𝜌$, 𝜃$)。此时理论上，

预测点的极坐标(𝜌$, 𝜃$)应无限逼近于目标点的极坐标(𝜌#, 𝜃#)，但无法到达目标点，因

此，可认为预测点即为响应点动态变化过程中的最优解。 

 
图 6 无人机调度区示意图 
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在此基础上，可以通过对比预测点坐标与目标点坐标进行比较，从而对本文提出

的极坐标系模型与偏差无人机调度算法进行评价，进而可证明本文模型与算法的精度

与有效性。例如上图 6 中，可比较目标点𝐻与最终预测点𝑃之间的偏差，偏差越小，则

可证明本文提出模型算法的精度越高。 

在测试过程中，为了适应本题一(1)中无人机𝐹𝑌00与圆周上另外 2 架已知无人机位

置均无偏差的情况，如表 2所示，本文修正了题中提供的无人机初始位置数据集，将

编号 2 无人机的初始极坐标修正为(100,40.00)，使得数据集符合本题情况。从而可通

过测试修正后的数据集，得出各架偏差无人机最终的预测点位置，进而可评估最终预

测点和正确目标点之间的偏差，对模型做出评价： 

 
如上表 2所示，通过采用本文提出的偏差无人机调度算法对上述数据集进行测试，

各架无人机最终的预测点𝑃与正确的目标点𝐻的拟合度极高、偏差极小，严谨地证明了

本题模型的有效性与算法的合理性。 

4.1.4 子问题二模型的分析 

由上文所述可知，当𝐹𝑌00与另外两架编号确定的已知无人机可以遂行发射信号时，

即可定位任意一架已知编号的偏差无人机的极坐标位置(𝜌, 𝜃)。但在本问题中，仅有

𝐹𝑌00和𝐹𝑌01的两架发射信号的无偏差无人机的编号已知，基于此情况，接下来需要

谈论如何用尽可能少的已知无人机，来实现对未知编号、被动接受信号无人机的定位。 
因此，我们从仅有𝐹𝑌00和𝐹𝑌01两架已知无人机开始，逐步引入新的位于圆周上

的已知编号无人机，模拟对未知编号无人机的定位。使用逐步证明的方法，来确认当

前尽可能少的无人机，是否可以对偏差无人机实现有效定位。 

表 2 算法 1测试数据集的极坐标结果对比表 

 

编号 初始响应点	" 正确目标点	# 最终预测点	$ 

0 （0 , 0） （0 , 0） （0.000000 , 0.000000） 

1 （100 , 0） （100 , 0） （100.0000 , 0.000000） 

2（修正） （100 , 40） （100 , 40） （100.0000 , 40.00000） 

3 （112 , 80.21） （100 , 80） （99.98508 , 80.01293） 

4 （105 , 119.75） （100 , 120） （99.96316 , 120.0121） 

5 （98 , 159.86） （100 , 160） （100.0512 , 159.9875） 

6 （112 , 199.96） （100 , 200） （100.1042 , 199.9953） 

7 （105 , 240.07） （100 , 240） （99.99280 , 240.0042） 

8 （98 , 280.17） （100 , 280） （99.96830 , 279.9655） 

9 （112 , 320.28） （100 , 320） （100.0293 , 320.0206） 
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4.1.5 子问题二模型的建立与求解 

在本题中，首先已有𝐹𝑌00和𝐹𝑌01的两架发射信号的无偏差无人机，如图 7，对当

前情况的实例进行分析，由纯方位无源定位的原理可知∠𝑂𝐾𝐴的大小，令∠𝑂𝐾𝐴 = 𝛼"。
如图 7所示，此时偏差无人机𝐹𝑌0𝐾将会位于在∆𝑂𝐾𝐴的外接圆上，而圆弧𝑂𝐴;对应的圆

周角大小均为𝛼"，因此无法确定𝐾点在圆上的哪个位置，即此时无法对无人机𝐹𝑌0𝐾进
行有效定位。 

 
图 7 两架编号已知无人机的定位示意图 

进而，如图 8所示，本文引入第三架已知无人机，为不失一般性，令其编号为𝐹𝑌0𝐵，
其中𝐵 ∈ {2,3, … ,9}，可知图中𝛼", 𝛼#, 𝛼$，此时𝛼$ = 𝛼" + 𝛼#。 

 
图 8 三架编号已知无人机的定位示意图 

 
 由上文分析可知，当存在三架位于圆周上的已知编号无人机发射信号时，即可确

认编号已知的任一偏差无人机的定位。但考虑到当前有一架位于圆周上的无人机编号

不确定，因此不能采用上文的实例分析，故本文针对该情况进行了一般化分析： 

（一）如图 9 的状态一所示，当2 ≤ 𝐵 ≤ 5，即𝜏 ≤ ∠AOB ≤ 4 ∙ 𝜏，此时无人机𝐹𝑌0𝐵
位于该圆周的上半圆弧内的某个正确定位点。其中，∠AOB = 𝛼' = (𝐵 − 1) ∙ 𝜏，可推得

𝐵 = (𝛼'/𝜏) − 1，即可以通过计算𝐵的具体数值区分出所有𝐹𝑌0𝐵的定位情况，故此时
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在圆周上半圆弧的讨论具备一般性。在此基础上，根据上文中子问题一的模型，可知

当确定了𝐹𝑌00, 𝐹𝑌01, 𝐹𝑌0𝐵三架已知无人机后，便可以使用已知参数对𝐹𝑌0𝐾偏差无人

机的极坐标(𝜌#, 𝜃#)进行准确的描述（参照上文公式 2，3）。因此当2 ≤ 𝐵 ≤ 5，除

𝐹𝑌00, 𝐹𝑌01外，还需要 1架已知无人机，即可对偏差无人机实现有效定位。 

 
图 9 三架编号已知无人机的具体分类定位示意图 

（二）如图 9 的状态二所示，当6 ≤ 𝐵 ≤ 9，此时无人机𝐹𝑌0𝐵位于该圆周的下半

圆弧上。但考虑到∠AOB = 𝛼' < 𝜋，此时式子𝛼' = (𝐵 − 1) ∙ 𝜏不再适用，若仍考虑𝐵 =
(𝛼'/𝜏) − 1，则发现计算结果与图 9 状态一重复，所上文对响应角定义的启发，本文

采用对比响应角的方法来区分相同𝐵取值下的不同模型情况（原理如图 5）。 
此时，考察图 9 状态一，响应角之间的相互关系为𝛼$ = 𝛼" + 𝛼#；考察图 9 状态

二，响应角之间的相互关系为𝛼" = 𝛼# + 𝛼$。因此，即使 B 点计算结果重复，依旧可

以通过对比响应角关系来区分无人机𝐹𝑌0𝐵的具体位置。在此基础上，同理可知，此时

仍可以使用已知参数对𝐹𝑌0𝐾偏差无人机的极坐标(𝜌#, 𝜃#)进行准确的描述。 
综上所述，本文采用了逐步证明的方法，证明了在本题情况下，除了已知无人机

𝐹𝑌00, 𝐹𝑌01外，还需要 1 架无人机发射信号，即可实现对被动接受信息无人机的有效

定位。 

4.1.6 子问题三模型的分析 

综合前文所述，基于子问题一，当存在三架位于圆周上的已知编号无人机发射信

号时，即可根据已知参数推导表示出未知偏差无人机的级坐标(𝜌, 𝜃)；基于子问题二，

除𝐹𝑌00, 𝐹𝑌01外，仅需要再引入 1架位于圆周上正确定位点的无人机，即可实现偏差

无人机的有效定位。	
基于以上结论，接下来考虑子问题三，已知题表给定的 10 架无人机的初始响应

点，并知道每架无人机对应的正确目标点，如何通过多次调整，每次选择编号为𝐹𝑌00
的无人机和圆周上最多 3架无人机遂行发射信号，使得其余偏差无人机调度到正确的

目标点上。其中，关键在于如何实现被动接收信号的无人机仅依据接收到的方向信息，

从初始响应点最终逼近到正确的目标点上。 

因此，本文基于子问题一中提出的单个偏差无人机的调度算法，结合题中信息，
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对算法做出进一步的适应与优化，即使用 Python 设计出改进型偏差无人机群的调度

算法，最终给出本问题情况下具体的调整方案。 

4.1.7 子问题三模型的建立与求解 

本问题给定了 10 架无人机的初始响应点，由均匀分布的条件可推知编号

𝐹𝑌00, 𝐹𝑌01两架无人机位于正确目标点，由上述子问题一、二可以得出，除𝐹𝑌00, 𝐹𝑌01
外，至少还需要 1架发射信号的无人机，才能对其他偏差无人机实现有效定位与位置

调度。基于上述原理并结合题意，此时除了𝐹𝑌00, 𝐹𝑌01，还需要选取一架偏差无人机

作为调度中介，记为	𝐹𝑌0𝐵，其中𝐵 ∈ {2,3, … ,9}。则剩下的其他偏差无人机被动接受

信号，记为𝐹𝑌0𝐾，其中𝐾 ∈ {2,3, … 9}\{𝐵}。 

与上文所提出的偏差无人机调度算法的原理一致，其他偏差无人机虽然不能发射

信号反馈位置，但其能够计算自身目前响应角和目标角之间的差值，通过不断调整以

缩小角度差距，从而不断逼近圆周上的目标正确点，即结果为缩小了无人机实时响应

点到正确目标点之间的距离，记此偏差距离为𝑑。 

综上，结合本题信息与上文中极坐标系模型的原理，为了实现其他偏差无人机

𝐹𝑌0𝐾的逼近调整，本文将其中一架偏差无人机作为调度中介𝐹𝑌0𝐵，通过

𝐹𝑌00, 𝐹𝑌01, 𝐹𝑌0𝐵来初步表示其他偏差无人机在极坐标系中的位置信息(𝜌, 𝜃)。如图10
所示，按照编号顺序（逆时针）不断更替调度中介的编号，进而可以实现对所有偏差

无人机的位置调度逼近。图 10 中，调度中介无人机的编号为红色，其他的偏差无人

机的编号为绿色，已知位置正确的无人机的编号为蓝色。 

 
图 10 调度中介的更替示意图 

基于上述原理，结合本题特征，现将整体无人机集群作为对象，把迭代范围扩大

至无人机集合𝐹𝑌0𝐵，其中(𝐵 ∈ {2,3, … ,9})。进而，本文基于原单个偏差无人机的调度

算法，提出了改进型的针对无人机集群的调度算法，该算法的伪代码如下表 3所示（具

体 Python 代码见附录）： 
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表 3 改进型偏差无人机群调度算法的伪代码 

算法2：改进型偏差无人机群的调度算法（伪代码） 

1 调度中介无人机𝐹𝑌0𝐵通过纯方位无源定位获取初始响应夹角； 

2 通过极坐标模型计算偏差无人机的响应点极坐标(𝜌!, 𝜃!)，目标点极坐标(𝜌", 𝜃")与已知

无人机的极坐标，如点A为(𝜌#, 𝜃#)，点B为(𝜌$ , 𝜃$), 其他同理； 
3 将极坐标转化为直角坐标，如响应点极坐标(𝜌!, 𝜃!)转换为(𝑥!, 𝑦!)即(𝜌!𝑐𝑜𝑠𝜃!, 𝜌!𝑠𝑖𝑛𝜃!)，
目标点极坐标(𝜌", 𝜃")转化(𝑥", 𝑦")即(𝜌"𝑐𝑜𝑠𝜃", 𝜌"𝑠𝑖𝑛𝜃")，其他同理； 

4 通过直角坐标计算出必要点之间的距离，以及各偏差无人机的目标响应点与目标点之间

的偏差距离𝑑&，求出所有的偏差距离𝑑&之和，记为总偏差距离𝐷'； 
5 此时更替调度中介，即按照编号顺序轮替𝐹𝑌0𝐵中𝐵的值，其中B∈ {2,3, … ,9}  

// 更替调度中介后，随机进入新一轮循环迭代的过程 
 for i_in_range(100) // 循环迭代100次 

     调整响应点直角坐标，即令(𝑥! + ∆𝑥)，此时𝑦!不变，重新计算偏差距离之和𝐷； 

     for i_in_range(100) // 循环迭代100次 

         再令(𝑦! + ∆y)，此时再次重新计算偏差距离之和𝐷'； 
// 不断更替调度中介，进行新一轮的循环迭代，使得总偏差距离D尽可能小，即偏差无人机

尽可能逼近各自的最终目标点。 
7 取上述迭代过程中的𝑚𝑖𝑛∆𝐷#所对应的所有偏差无人机的直角坐标，记为预测点(𝑥!", 𝑦!")， 

  例如偏差无人机𝐹𝑌02为(𝑥!", 𝑦!")，𝐹𝑌03为(𝑥!#, 𝑦!#)，以此类推； 

8 将预测点直角坐标(𝑥!$, 𝑦!$)即([𝑥! + ∆𝑥], [(𝑦! + ∆y])，转换为极坐标(𝜌𝑘𝑛, 𝜃𝑘𝑛)； 

9 得到各个偏差无人机最终的预测点即为(𝜌𝑘𝑛, 𝜃𝑘𝑛)，此时理论上无限逼近于各自的目标点 

如上表 3，同上文已提出的算法 1 原理，先将极坐标转换为直角坐标，从而便于

使用欧式距离公式𝐷 = #(𝑥! − 𝑥")" + (𝑦! − 𝑦")"求解偏差各架无人机响应点与正确目标点

之间的偏差距离𝑑)，进而可以求和得到总偏差距离𝐷!，其中偏差距离𝑑)与总偏差距离

𝐷!之间的关系式为： 

𝐷! = ∑𝑑) 		其中		(	𝑏 = {2,3,⋯ ,9}, 𝑘 = {2,3, … ,9}\{𝑏}	) (4) 

𝑍 = 𝑚𝑖𝑛𝐷! (5) 
 

再如上图 10所示，本文提出的算法 2（改进型偏差无人机的调度算法）首先考虑

将偏差无人机𝐹𝑌02作为响应中介，进行第一轮的算法迭代，然后更替调度中介，将偏

差无人机𝐹𝑌03作为响应中介，进行更新一轮的迭代计算，以此类推，最终取得总偏差

距离的最小值𝑍 = 𝑚𝑖𝑛𝐷!，取此时各个偏差无人机（包括作为调度中介的偏差无人机）

的直角坐标，再各自转换为对应极坐标，称为各自的预测点。然后将各自的预测点与

其正确目标点进行对比。同上文理，只要迭代循环的次数足够多，则各个偏差无人机

的预测点将无限逼近于其目标点，但始终无法抵达目标点。 

最终，本文使用改进型偏差无人机的调度算法对子问题三中的数据集进行测试，

得到的最终结果如下表 4所示： 
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如表 4 所示，通过采用本文提出的改进型偏差无人机的调度算法对本题数据集进

行测试，各架偏差无人机最终的预测点𝑃与正确的目标点𝐻的偏差极小，再一次严谨地

证明了本文模型的有效性与算法的优越性。 

4.2 问题一模型的总结 

综上所述，在问题一模型建立与求解的过程中，本文首先根据题目信息建立了极

坐标系模型，结合本题中纯方位无源定位的方法，通过已知无人机的参数来描述偏差

无人机的参数，由已知推算未知，从而求解得到偏差无人机具体的极坐标系定位模型。 
在此基础上，为了实现偏差无人机的位置调度，本文创新性地定义了无人机调度

过程中的描述方法：响应点𝐾、目标点𝐻与预测点𝑃。其中，响应点𝐾为偏差无人机在

调度过程中的动态位置描述；目标点𝐻为偏差无人机希望尽可能逼近的优化结果描述；

而预测点𝑃为偏差无人机在不断计算、调整的过程中，最后能够达到的一个最优解的

描述。通过定义上述的调度过程描述方法，使得本文在公式推理、数值运算的过程中

富有逻辑、思路明确，同时让后续的算法设计拥有坚实的理论支撑。 
再次，本文在充分理解题意的前提下，结合极坐标系模型，进而使用 Python 程序

语言设计出偏差无人机的调度算法，通过不断地循环迭代来尽可能缩小偏差，从而使

得偏差无人机逼近其正确目标点，最终实现了被动接受信号无人机的有效定位与位置

调度。 
最后，针对解决无人机集群整体的调度方案，本文立足于单个偏差无人机的调度

算法，进一步结合题目要求，提出了改进型、面向机群整体的偏差无人机调度算法，

并对题中数据集进行了测试，结果表明，本文模型的预测值精度均在 99.9%以上，严

谨地证明了模型的高效性与科学性。 
  

表 4  算法 2测试数据集的极坐标结果对比表 

编号 初始响应点 K 正确目标点 H 最终预测点 P 

0 （0 , 0） （0 , 0） （0.000000 , 0.000000） 

1 （100 , 0） （100 , 0） （100.0000 , 0.000000） 

2 （98 , 40.10） （100 , 40） （100.1709 , 39.79971） 

3 （112 , 80.21） （100 , 80） （99.92151 , 79.89004） 

4 （105 , 119.75） （100 , 120） （100.0997 , 120.0331） 

5 （98 , 159.86） （100 , 160） （100.0512 , 159.9875） 

6 （112 , 199.96） （100 , 200） （99.82237 , 200.0542） 

7 （105 , 240.07） （100 , 240） （99.85620 , 240.0252） 

8 （98 , 280.17） （100 , 280） （99.96830 , 279.9654） 

9 （112 , 320.28） （100 , 320） （99.90088 , 320.1085） 
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4.3 问题二模型的建立与求解 

4.3.1 问题二模型的分析 

综合上文所述，问题一设定的是 10 架无人机组成的圆形遂行编队，且规定该编

队圆周上无偏差的已知无人机发射信号，其余的有偏差无人机被动接收信号，通过已

知无人机的参数来描述偏差无人机的参数，从而求解得到偏差无人机具体的极坐标系

定位模型，并基于极坐标模型设计出高效科学的偏差无人机群调度算法。 
现在进一步讨论，在实际生活中，无人机集群也可以是其他编队队形。为求解问

题二中锥形编队模型，本文将问题一中的圆形编队模型进一步推广，充分结合题意，

对偏差无人机调度算法进行更深入的设计改良，从而设计出基于 Python 的反馈型偏

差无人机调度算法，最终给出问题二情况下具体的调整方案。 

4.3.2 问题二模型的建立与求解 

在本题锥形编队的情况下，结合上述问题一模型求解过程中的考虑，为了便于描

述无人机之间的距离及方位关系，从而便于通过已知参数来求解未知参数，本文假定

𝐹𝑌14, 𝐹𝑌15为无偏差无人机，从而可以通过𝐹𝑌15的位置为原点𝑂，从𝑂点出发引一条

经过无人机𝐹𝑌14的射线，记为𝑌轴，再以垂直于射线𝑂𝑌的方向建立𝑋轴，如图 11 所
示，可以建立出平面直角坐标系𝑋𝑂𝑌。 

 
图 11 锥形编队的平面直角坐标系示意图 

由题可知，两两相邻的无人机之间距离均为 50米，因此可以确定图 11 中任意一

件无人机的直角坐标。例如𝐹𝑌15为(0,0)，𝐹𝑌10为C25√3, 25F，FY01 为C100√3, 100F，
以此类推。对每个无人机的坐标进行定位后，为符合题意，除了设定正确的𝐹𝑌14和
𝐹𝑌15，需要给其它无人机位置添加随机偏差。例如𝐹𝑌10为C25√3 + ∆𝑥, 25 + ∆𝑦F，𝐹𝑌01
为C100√3 + ∆𝑥, 100 + ∆𝑦F，以此类推。进而，锥形编队在平面直角坐标系上的位置将

出现整体偏差。如图 12所示，此时以偏差无人机𝐹𝑌13为例，画出其偏差情况，可推

广到除𝐹𝑌14和𝐹𝑌15外的所有偏差无人机。 
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图 12 施加偏移量后平面直角坐标系示意图 

上文通过对除𝐹𝑌14和𝐹𝑌15外的无人机位置添加随机偏差，使得锥形队形产生整

体偏差，从而得到符合本题要求的实际状况下的无人机锥形偏差队列。接下来，本文

通过进一步拓展本文问题一中的偏差无人机调度算法，并结合本题情况，提出基于

Python 的反馈型偏差无人机调度算法，该算法的伪代码如下表 5所示（具体 Python 代

码见附录）： 

表 5 反馈型偏差无人机调度算法的伪代码 

算法3：反馈型偏差无人机调度算法（伪代码） 

1 基于𝐹𝑌14和𝐹𝑌15对无人机𝐹𝑌11, 𝐹𝑌12, 𝐹𝑌13的横坐标定位进行调整； 
  // 不断迭代，尽可能使响应角差∆𝜶无限逼近于0，即尽可能使得FY13无限接近于目标点 
2 基于𝐹𝑌13, 𝐹𝑌14, 𝐹𝑌15对第二排的𝐹𝑌07, 𝐹𝑌08, 𝐹𝑌09, 𝐹𝑌10进行调整；	
3 基于调整后的𝐹𝑌07, 𝐹𝑌08, 𝐹𝑌09对第一排的𝐹𝑌11, 𝐹𝑌12, 𝐹𝑌13进行反馈调整； 
  // 反馈迭代调整为本算法的核心，进一步提高调度算法的精度 

4 再次基于𝐹𝑌14和𝐹𝑌15对无人机𝐹𝑌11, 𝐹𝑌12, 𝐹𝑌13的定位进行调整； 

// 经过步骤4的调整后，已经可以实现FY13的∆𝜶非常小，无限逼近于0 

5 基于𝐹𝑌13, 𝐹𝑌14, 𝐹𝑌15对锥形队列中的所有无人机进行调整。 

如上表 5 所述，问题提出的反馈型偏差无人机调度算法通过不断的循环迭代与反

馈调整，最终使得各个偏差无人机的响应点逐渐逼近其对应的目标点，从而实现基于

锥形队列的偏差无人机的定位调整。如表 6所示，为评估反馈型偏差无人机调度算法

的有效性，本文通过对锥形队列生成一组随机偏差，使用本算法对随机生成的数据集

进行测试，得出以下结果： 
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 由表 6 所示，通过采用本文提出的反馈型偏差无人机群调度算法对随机生成的数

据集进行测试，各架偏差无人机最终的预测点 P 与正确的目标点 H 的拟合准确率均

超过 99.8%，证明了本反馈型模型的科学性与高效性。 

五、 模型的评价、改进与推广 

5.1 模型的优点 

（1）二维极坐标系模型：此模型将无人机之间的方向信息用相关角度进行描述，

只要确定未知参数𝜌与𝜃，即可用数学语言描述偏差无人机的定位信息。 
（2）偏差无人机的调度算法：不断减小响应夹角𝛼"与目标夹角𝛼#的差值∆𝛼，使

响应点不断逼近正确目标点。通过偏差无人机的调度算法可以得到数据集，得出各架

偏差无人机最终的预测点位置，进而可评估最终预测点和正确目标点之间的偏差。对

数据集的最终预测点和正确目标点的坐标进行相对误差分析，可以得出ρ的平均相对

误差为 0.000393，θ的平均相对误差为 0.000081,二者的平均相对误差均极小，能够严

谨地证明了模型的有效性与算法的合理性。 
（3）改进型偏差无人机的调度算法：通过足够多次的迭代计算，使各个偏差无人

机的预测点无限逼近于其正确目标点，但始终无法抵达目标点。根据数据集结果的对

比，可以得出ρ的平均相对误差为 0.000391，θ的平均相对误差为 0.001065，可以得

出各架偏差无人机最终的预测点𝑃与正确的目标点𝐻的偏差极小，再一次严谨地证明

了本文模型的有效性与算法的优越性。 
（4）考虑实际飞行中，无人机集群也可以是其他编队队形的情况，本文给出了锥

形编队队形的纯方位无源定位情形，并给出了相应的调整方案，在一定程度上证实了

其他编队队形的可行性。 

表 6 算法 3测试数据集的直角坐标结果对比表 

编号 正确目标点H 最终预测点 P 
!"15 （0 , 0） （0.000000 , 0.000000） 
!"14 （0 , 50） （-2.842e-14 , 49.999） 
!"13 （0 , 100） （0.016659 , 100.0574） 
!"12 （0 , 150） （-0.03138 , 150.0453） 
!"11 （0 , 200） （0.022214 , 199.9671） 
!"10 （43.3012 , 25） （43.28537 , 24.96887） 
!"09 （43.3012 , 75） （43.34051 , 74.97637） 
!"08 （43.3012 , 125） （43.19883 , 124.9676） 
!"07 （43.3012 , 175） （43.34232 , 175.0641） 
!"06 （86.6025 , 50） （86.55988 , 50.08030） 
!"05 （86.6025 , 100） （86.62937 , 99.96954） 
!"04 （86.6025 , 150） （86.45959 , 149.9678） 
!"03 （129.9038 , 75） （129.9148 , 75.02314） 
!"02 （129.9038 , 125） （130.0291 , 124.9159） 
!"01 （173.2050 , 100） （173.2078 , 100.0122） 
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5.2 模型的缺点 

（1）求解模型运用的偏差无人机的调度算法及改进型偏差无人机的调度算法类

似于一种穷举的方法，这种算法针对此问题无人机个数较少的情况下求出的准确度较

高。但如果研究对象数量较大，算法的运行速率可能会减缓，数据结果准确度可能会

下降。 
（2）模型假定无人机基于自身感知的高度信息，均保持在同一个高度上飞行，因

此可以将无人机看作是在二维平面上进行分析，但现实生活中可能是三维立体空间的

情况，缺少了对此情况的进一步探讨。 

5.3 模型的推广 

本题通过设计偏差无人机调度算法，解决无人机编队飞行中的纯方位无源定位的

问题，本文建立的模型能够有效定位无人机的位置，以及对有偏差的无人机进行位置

的调整，使其不断逼近到正确的目标点。因此，该模型不仅能对无人机进行纯方位无

源定位，还可以推广到宇宙空间站、卫星、火箭等应用领域，通过发射信号及接收信

号的过程提取方向信息，进行有效定位以及位置的调整。 
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附录 
附录 1 

介绍：本文所有代码基于 Python 语言 
# 本行代码用 python语言编写。 

# 作用：解决 问题一的第一小问 

 

import numpy as np   

import cmath   

import random   

import matplotlib.pyplot as plt   

   

# 传入的是两个飞机的 直角坐标[x,y]，两个列表   

# 输出的是两个飞机的距离   

   

def get_dist(drone_a, drone_b):   

    # 计算任意两架无人机的距离   

    return np.sqrt((drone_a[0] - drone_b[0]) ** 2 + (drone_a[1] - drone_b[1]) ** 

2)   

   

# 传入的三个列表，里面都是[p,sita]，三个列表   

# 输出的是，那个夹角，α   

def get_angle(receiver, drone_sender_1, drone_sender_2):   

    # 使用余弦定理计算夹角   

    a = get_dist(drone_sender_1, drone_sender_2)   

    b = get_dist(receiver, drone_sender_1)   

    c = get_dist(receiver, drone_sender_2)   

    return np.arccos((b ** 2 + c ** 2 - a ** 2) / (2 * b * c)) * 180 / np.pi   

   

# 算 δ(α)——>>0，找一个误差最小的情况   

def diff(angle_a, angle_b):   

 #   print("np.sum(((np.array(angle_a) - np.array(angle_b)) * 100) ** 2) 得到

diff : ",np.sum(((np.array(angle_a) - np.array(angle_b)) * 100) ** 2))   

    return np.sum(((np.array(angle_a) - np.array(angle_b)) * 100) ** 2)   

   

   

# 画散点图用的   

def plt_coords(coords):   

    x = []   

    y = []   

    for i in coords:   

        x.append(i[0])   

        y.append(i[1])   

    plt.scatter(x, y)   
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    plt.show()   

   

   

# 表 1数据   

coords_polar_before = [[0, 0],[100, 0],[100, 40],[112, 80.21],[105, 

119.75],[98, 159.86],[112, 199.96],[105, 240.07],[98, 280.17],[112, 320.28]]   

# 无人机位置无偏差极坐标   

   

coords_polar_aim = [[0, 0],[100, 0],[100, 40],[100, 80],[100, 120],[100, 

160],[100, 200],[100, 240],[100, 280],[100, 320]]   

   

coords_cartesian = []   

coords_cartesian_aim = []   

   

# 极坐标列表——》变成直角坐标列表   

   

def polar_to_cartesian(coords):   

    # 极坐标转换为直角坐标   

    f = np.pi / 180   

    return [coords[0] * np.cos(coords[1] * f), coords[0] * np.sin(coords[1] * 

f)]   

   

# 直角坐标列表——》变成极坐标列表   

   

def cartesian_to_polar(coords):   

    # 直角坐标转换为极坐标   

    c_polar  = list(cmath.polar(complex(coords[0], coords[1])))   

    c_polar [1] = c_polar [1] * 180 / np.pi   

    if c_polar [1] < 0:   

        c_polar [1] += 360   

    return c_polar   

   

   

for coords in coords_polar_before:   

    coords_cartesian.append(polar_to_cartesian(coords))   

   

for coords in coords_polar_aim:   

    coords_cartesian_aim.append(polar_to_cartesian(coords))   

   

   

plt_coords(coords_cartesian_aim)   

plt_coords(coords_cartesian)   

   

# 根据两个夹角来推测位置   
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def get_location_from_angle(drone_id, angle, drone_sender_1, drone_sender_2, 

drone_sender_3):   

    ad_range = 16   

    setp = 0.1   

    coords_diff = []   

    min_diff = 1000000   

    min_diff_idx = -1   

    for i in np.arange(ad_range * -1, ad_range + setp, setp):   

        for j in np.arange(ad_range * -1, ad_range + setp, setp):   

   

            location_right = list(coords_cartesian_aim[drone_id])   

            #location应该为 实际值   

            location = list(coords_cartesian[drone_id])   

   

   #         print("理想飞机直角_location : ",location)   

            location[0] += i   

            location[1] += j   

 #           print("location[0] += i  : ",location[0])   

 #           print("location[1] += j  : ", location[1])   

            diff_result = diff([get_angle(location, drone_sender_1, 

drone_sender_2), get_angle(location, drone_sender_1, 

drone_sender_3)],[get_angle(location_right,drone_sender_1,drone_sender_2),get_a

ngle(location_right,drone_sender_1,drone_sender_3)])   

            # print(" 0 , 1 , 2 的角度 ",get_angle(location, drone_sender_1, 

drone_sender_2))   

            # print(" 0 , 1 , 3 的角度 ",get_angle(location, drone_sender_1, 

drone_sender_3))   

            # print("α初始，",np.sum(np.array(get_angle(location, drone_sender_1, 

drone_sender_2))+np.array(get_angle(location, drone_sender_1, 

drone_sender_3))))   

            # print("a标准

",np.sum(np.array([get_angle(location_right,drone_sender_1,drone_sender_2),get_

angle(location_right,drone_sender_1,drone_sender_3)])))   

            # print("初 diff_result （差值*100再平方）：",diff_result)   

            # 找更小的 diff_result值，赋值给 min_diff,然后再找索引   

            if min_diff > diff_result:   

                min_diff = diff_result   

                min_diff_idx = len(coords_diff)   

            coords_diff.append([[np.round(location[0], 2), np.round(location[1], 

2)], np.round(diff_result, 2)])   

            # print("min_diff ",min_diff)   

            # print("coords_diff : ",coords_diff)   

    return coords_diff[min_diff_idx]   
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"""  

假设编号为 0, 1, 2的无人机发送信号，它们的位置无偏差。3,4,5,6,7,8,9号无人机的坐标有偏差，  

使用表 1数据(其中，二号飞机的数据是修正过的)，根据夹角推测每个接受信号的飞机的位置  

"""   

#7次，从 0~6，我们需要 3~9   

for i in range(7):   

    drone_id=i+3   

    angle = 

[get_angle(coords_cartesian[drone_id],coords_cartesian_aim[0],coords_cartesian_

aim[1]),get_angle(coords_cartesian[drone_id],coords_cartesian_aim[0],coords_car

tesian_aim[2])]   

   

    location_result = 

get_location_from_angle(drone_id,angle,coords_cartesian_aim[0],coords_cartesian

_aim[1],coords_cartesian_aim[2])   

   

    print(f"第{i+3}架飞机的推测的位置，极坐标: 

{cartesian_to_polar(location_result[0])}")   

    print(f"第{i+3}架飞机的实际的位置，极坐标: 

{cartesian_to_polar(coords_cartesian[drone_id])}")   

    

print("========================================================================

===============") 

 
 
附录 2 

介绍：本文代码基于 Python 实现 
# 本代码由 python 编写 
# 作用：解决问题一，第三小问；以及问题二 

 

import numpy as np 

import cmath 

import random 

import matplotlib.pyplot as plt 

 

print("问题一，第三小问") 

print("\n") 

 

# 传入的是两个飞机的 直角坐标[x,y]，两个列表 

# 输出的是两个飞机的距离 

def get_dist(UVA_a, UVA_b): 

    # 计算任意两架无人机的距离 

    return np.sqrt((UVA_a[0] - UVA_b[0]) ** 2 + (UVA_a[1] - UVA_b[1]) ** 2) 
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# 传入的三个列表，里面都是[p,sita]，三个列表 

# 输出的是，那个夹角，α 

def get_angle(receiver, UVA_sender_1, UVA_sender_2): 

    # 使用余弦定理计算夹角 

    a = get_dist(UVA_sender_1, UVA_sender_2) 

    b = get_dist(receiver, UVA_sender_1) 

    c = get_dist(receiver, UVA_sender_2) 

    return np.arccos((b ** 2 + c ** 2 - a ** 2) / (2 * b * c)) * 180 / np.pi 

 

# 算 δ(α)——>>0，找一个误差最小的情况 

def diff(angle_a, angle_b): 

 #   print("np.sum(((np.array(angle_a) - np.array(angle_b)) * 100) ** 2) 得到

diff : ",np.sum(((np.array(angle_a) - np.array(angle_b)) * 100) ** 2)) 

    return np.sum(((np.array(angle_a) - np.array(angle_b)) * 100) ** 2) 

 

 

# 画散点图用的 

def plt_coords(coords): 

    x = [] 

    y = [] 

    for i in coords: 

        x.append(i[0]) 

        y.append(i[1]) 

    plt.scatter(x, y) 

 #   plt.show() 

 

# 表 1数据 

coords_polar_before = [[0, 0],[100, 0],[98, 40.10],[112, 80.21],[105, 

119.75],[98, 159.86],[112, 199.96],[105, 240.07],[98, 280.17],[112, 320.28]] 

# 无人机位置无偏差极坐标 

coords_polar_right = [[0, 0],[100, 0],[100, 40],[100, 80],[100, 120],[100, 

160],[100, 200],[100, 240],[100, 280],[100, 320]] 

coords_cartesian = [] 

coords_cartesian_right = [] 

 

# 极坐标列表——》变成直角坐标列表 

def polar_to_cartesian(coords): 

    # 极坐标转换为直角坐标 

    f = np.pi / 180 

    return [coords[0] * np.cos(coords[1] * f), coords[0] * np.sin(coords[1] * 

f)] 

 

# 直角坐标列表——》变成极坐标列表 
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def cartesian_to_polar(coords): 

    # 直角坐标转换为极坐标 

    c_polar  = list(cmath.polar(complex(coords[0], coords[1]))) 

    c_polar [1] = c_polar [1] * 180 / np.pi 

    if c_polar [1] < 0: 

        c_polar [1] += 360 

    return c_polar  

 

 

for coords in  coords_polar_before: 

    coords_cartesian.append(polar_to_cartesian(coords)) 

 

for coords in  coords_polar_right: 

     coords_cartesian_right.append(polar_to_cartesian(coords)) 

 

plt_coords(coords_cartesian_right) 

plt_coords(coords_cartesian) 

 

# 根据两个夹角确定位置 

def angle_transfer_to_coords(UVA_id, angle, UVA_sender_1, UVA_sender_2, 

UVA_sender_3): 

    ad_range= 16 

    setp = 0.5 

    coords_diff = [] 

    min_diff = 1000000 

    min_diff_idx= -1 

    for i in np.arange(ad_range * -1,ad_range+ setp, setp): 

        for j in np.arange(ad_range * -1,ad_range+ setp, setp): 

 

            location_right = list( coords_cartesian_right[UVA_id]) 

            #coords应该为 实际值 

            coords = list(coords_cartesian[UVA_id]) 

 

   #         print("理想飞机直角_coords : ",coords) 

            coords[0] += i 

            coords[1] += j 

 

 #           print("coords[0] += i  : ",coords[0]) 

 #           print("coords[1] += j  : ", coords[1]) 

 

            cost_result = diff([get_angle(coords, UVA_sender_1, UVA_sender_2), 

get_angle(coords, UVA_sender_1, 

UVA_sender_3)],[get_angle(location_right,UVA_sender_1,UVA_sender_2),get_angle(l

ocation_right,UVA_sender_1,UVA_sender_3)]) 
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            # print(" 0 , 1 , 2 的角度 ",get_angle(coords, UVA_sender_1, 

UVA_sender_2)) 

            # print(" 0 , 1 , 3 的角度 ",get_angle(coords, UVA_sender_1, 

UVA_sender_3)) 

            # print("α初始，",np.sum(np.array(get_angle(coords, UVA_sender_1, 

UVA_sender_2))+np.array(get_angle(coords, UVA_sender_1, UVA_sender_3)))) 

            # print("a标准

",np.sum(np.array([get_angle(coords_right,UVA_sender_1,UVA_sender_2),get_angle(

coords_right,UVA_sender_1,UVA_sender_3)]))) 

 #           print("初 diff_result （差值*100再平方）：",diff_result) 

            # 找更小的 diff_result值，赋值给 min_diff,然后再找索引 

            if  min_diff > cost_result: 

                min_diff = cost_result 

                min_diff_idx= len(coords_diff) 

            coords_diff.append([[np.round(coords[0], 2), np.round(coords[1], 2)], 

np.round(cost_result, 2)]) 

#            print("min_diff ",min_diff) 

  #          print("location_diff : ",location_diff) 

    return coords_diff[min_diff_idx] 

 

 

def adj_coords(UVA_test_coords, sender_a): 

    distance_family = [] 

    min_distance_data = 0 

    min_distance_indx = 0 

    test_coords_family = [] 

    testing_coords_middle_family = [] 

    testing_location_big_family = [] 

    sum_distance_before = 0 

 

    for i in range(1, len(UVA_test_coords)): 

        # 迭代计算 总距离，每个目的点与当前点的距离 

        sum_distance_before += get_dist(UVA_test_coords[i],  

coords_cartesian_right[i]) 

    print(f"调整前各无人机与理想位置的距离之和: {sum_distance_before}") 

 

 

    #  这边的 len(UVA_test_coords)=10 就完事。  for i in [1,10) 

    for sender_b in range(1, len(UVA_test_coords)): 

 

        if sender_b == sender_a: 

            continue 

 

        distance = 0  # 52.0826 
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        sum_distance_after = 0 

        for i in range(1, len(UVA_test_coords)): 

            if i not in [sender_b, sender_a]: 

                # 把 UVA_id改成 received_UVA比较好 

                receiver_id = i 

                angle = 

[get_angle(UVA_test_coords[receiver_id],UVA_test_coords[0],UVA_test_coords[send

er_a]),get_angle(UVA_test_coords[receiver_id],UVA_test_coords[0],UVA_test_coord

s[sender_b])] 

 

# 第三小问，仍然是 1+2就可以了，由 0 ，a ,b确定其余的 receiver点，并纠正，即可。这边的

coords是 receiver的预测坐标！！！！ 

                coords = 

angle_transfer_to_coords(receiver_id,angle,coords_cartesian_right[0],coords_car

tesian_right[sender_a],coords_cartesian_right[sender_b]) 

 

                UVA_test_coords[i][0]=coords[0][0] 

                UVA_test_coords[i][1]=coords[0][1] 

 

# b不变时，收集到遍历过 接收端的 点的坐标，存在 family里面 

                

test_coords_family.append([UVA_test_coords[i][0],UVA_test_coords[i][1]]) 

                distance = get_dist(UVA_test_coords[i],  

coords_cartesian_right[i]) 

#                print("刚刚调整后的极坐标  ",cartesian_to_polar(UVA_test_coords[i])) 

#                print("dist",distance) 

                # print("test_coords_family  ",test_coords_family) 

 

 

            sum_distance_after = sum_distance_after+distance 

 

#            testing_coords_middle_family.append(test_coords_family) 

#            print("testing_coords_middle_family ",testing_coords_middle_family) 

 

        # 将得到的 sum_distance存到 family里面 

 

        print(f"我们使用 0, {sender_a}, {sender_b},这三架无人机发射信号来调整无人机位

置，调整后各无人机与目标位置的距离之和: {sum_distance_after}") 

        distance_family.append(sum_distance_after) 

        # print("distance_family",distance_family) 

 

#        

testing_location_big_family.append(testing_coords_middle_family[sender_b-1]) 

#        print("testing_location_big_family ",testing_location_big_family) 
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    min_distance_data=min(distance_family) 

    min_distance_indx=distance_family.index(min_distance_data) 

 #   print("min_distance_data ",min_distance_data) 

 #   print(" min_distance_indx ", min_distance_indx) 

    testing_coords_middle_family = test_coords_family[min_distance_indx * 

7:(min_distance_indx + 1) * 7] 

    # print("testing_coords_middle_family ", testing_coords_middle_family) 

    # for h in range(7): 

    #     print("之前算出来的极坐标值，",cartesian_to_polar(UVA_test_coords[h])) 

#    print("之前的极坐标值，", cartesian_to_polar(UVA_test_coords)) 

 

    flag = 0 

    for k in range(7): 

        if (min_distance_indx) == (k): 

#            print("continue") 

            flag=1 

            continue 

    #       UVA_test_coords[k+2+1]=testing_coords_middle_family[k+1] 

        if flag == 1: 

            UVA_test_coords[k+2]=testing_coords_middle_family[k-1] 

        else: 

           UVA_test_coords[k+2]=testing_coords_middle_family[k] 

#    print("调整之后的直角坐标值，",UVA_test_coords) 

 

    print(f"通过比较发现当我们使用 ,0 ,1 ,{min_distance_indx+2},这三架无人机发射信号来调

整无人机位置，调整后各无人机与目标位置的距离之和:{distance_family[min_distance_indx]}") 

    for g in range(10): 

        print("调整之后获得的极坐标值，", cartesian_to_polar(UVA_test_coords[g])) 

 

    return UVA_test_coords 

 

    #    print(f"第 {k}次的替换结果 {UVA_test_coords[k+2]}") 

 

    # for i in range(10): 

    #     print(test_coords_family[i]) 

 

 

UVA_test_coords = [] 

 

for i in range(len(coords_cartesian)): 

    UVA_test_coords.append(list(coords_cartesian[i])) 

    # print("(coords_cartesian[i])",i," 次",(UVA_coords_cartesian[i])) 
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    # print("UVA_testing_coords[i] ",i,"次 ",UVA_testing_coords[i]) 

# 就是得到了 testing_点 跟 直角坐标点一样的情况。 

 

 

# 在这里开始执行调用！ 

# n为迭代次数 

n=1 

for i in range(n): 

#    print(f"第 {i + 1} 次调整:") 

    UVA_test_coords=adj_coords(UVA_test_coords, 1)  # FY00, FY01发送信号 

 

 

# print("res ,",UVA_test_coords) 

 

 

UVA_test_coords_polar = [] 

for coords in UVA_test_coords: 

    UVA_test_coords_polar.append(cartesian_to_polar(coords)) 

 

print("------------------------------------------------------------------------

--------------------------------------") 

print("问题二") 

print("\n") 

 

# print(UVA_test_coords_polar) 

# 

# 计算所有误差距离(由 testing点到 ideal点的，直角坐标情况)，然后再求和 

def calcuate_all_dist(UVA_test_coords): 

    distance = 0 

    for i in range(1, len(UVA_test_coords)): 

         distance += get_dist(UVA_test_coords[i],  coords_cartesian_right[i]) 

    return distance 

# 

def w_adj_coords(UVA_test_coords, UVA_sender_1, UVA_sender_2, UVA_sender_3, 

receiver): 

    print(f"校准前的所有误差值累和为: {calcuate_all_dist(UVA_test_coords)}") 

    ad_range= 8 

    setp = 0.1 

    # id值，在接收的无人机中遍历 

    for UVA_id in receiver: 

        coords_diff = [] 

        min_diff = 1000000 

        min_diff_idx= -1 

        # 产生一个[-8,8+n*1)的偏移增值 
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        for i in np.arange(ad_range * -1,ad_range+ setp, setp): 

            for j in np.arange(ad_range * -1,ad_range+ setp, setp): 

                # coords是 testing_点中的，某一点直角坐标 

                coords = list(UVA_test_coords[UVA_id]) 

                # 这边对 某个点的，x,y的坐标做增量的偏移 

                coords[0] += i 

                coords[1] += j 

                # 这边的 angle是当前位置的 angle角【a1,a2】 

                angle = [get_angle(coords, UVA_test_coords[UVA_sender_1], 

UVA_test_coords[UVA_sender_2]),get_angle(coords, UVA_test_coords[UVA_sender_1], 

UVA_test_coords[UVA_sender_3])] 

 

                #又是 diff，计算逼近角度 

                angle_cost = diff(angle,[get_angle(coords_cartesian_right[UVA_id], 

UVA_test_coords[UVA_sender_1], 

UVA_test_coords[UVA_sender_2]),get_angle(coords_cartesian_right[UVA_id], 

UVA_test_coords[UVA_sender_1], UVA_test_coords[UVA_sender_3])]) 

                if angle_cost <  min_diff: 

                    min_diff = angle_cost 

                    min_diff_idx = len(coords_diff) 

                coords_diff.append([coords, angle]) 

        # 把索引对应的 坐标轴给找到 

        UVA_test_coords[UVA_id] = coords_diff[min_diff_idx][0] 

 #       print(f"输出了{i}: ",location_diff[min_diff_idx][0]) 

    print(f"校准后的所有误差值累和为: {calcuate_all_dist(UVA_test_coords)}") 

 

 

 

def w_adj_first_column(UVA_test_coords): 

    # 这边的 ad_range= 8 就是随机数里面生成的系数 

    ad_range= 8 

    setp = 0.1 

    # 为啥在 2,3,4中改变？【因为第一列，1~5，而 1,2不用变，我们就改变其他的点】 

    for UVA_id in [2, 3, 4]: 

        coords_diff = [] 

        min_diff = 1000000 

        min_diff_idx= -1 

        #    x的增量[-8,8+0.1*n) 

        for i in np.arange(ad_range * -1,ad_range+ setp, setp): 

            # coords为 id 中的 testing中的某个点的 极坐标 【p,sita】，为啥这边只改变一个

值？？？每次都是 p在变化，sita都不改变 

            # 更新，这边都是对，接收端的飞机，x值，进行逼近 

            coords = list(UVA_test_coords[UVA_id]) 

            coords[0] += i 
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            # 这边的 angle中，由改变的增量值找到一个更小的，α，【在这边甚至都不需要 diff函

数，δ(α)，只找最小的 α值】 

            # 通过改变 p,从而算出最小的 α 

            #UVA_test_coords[0], UVA_test_coords[1] 也就是 f15,f14 

            # coords里面有【x,y】 

            angle = get_angle(coords, UVA_test_coords[0], UVA_test_coords[1]) 

            if angle <  min_diff: 

                min_diff = angle 

                min_diff_idx= len(coords_diff) 

            coords_diff.append([coords, angle]) 

        UVA_test_coords[UVA_id] = coords_diff[min_diff_idx][0] 

        print("第",UVA_id,"架飞机，进行横坐标校准,获得其坐标值：

" ,UVA_test_coords[UVA_id]) 

 

 

 

 

# 无人机如锥形编队位置无偏差直角 

x = np.sqrt(50 * 50 - 25 * 25) 

coords_cartesian_right = [[0, 0],[0, 50],[0, 100],[0, 150], [0, 200],[x, 

25],[x, 75],[x, 125],[x, 175],[2 * x, 50],[2 * x, 100],[2 * x, 150],[3 * x, 

75],[3 * x, 125],[4 * x, 100]] 

 

plt_coords(coords_cartesian_right) 

 

 

# 除了 FY14和 FY15，给其它无人机位置添加随机偏移 

coords_cartesian = [] 

# 15次循环嘛 

for i in range(len(coords_cartesian_right)): 

    #这边的 coords是飞机直角坐标的理想值 

    coords =  coords_cartesian_right[i] 

    coords_cartesian.append(list(coords)) 

    # 跳过 f14,f15 

    if i in [0, 1]: 

        continue 

    # 这边的 random.random() 就是生成了【0,1】的随机数  ，这个后面乘的 8 可以再优化改

进！！！！！！！！！！！！！！ 

    # dr_location_car的坐标，一开始其实就是和 coords的坐标一样的，只不过，在下面的操作中，

跳过 f14,f15；给其他飞机加偏移量 

    if random.random() >= 0.5: 

        coords_cartesian[i][0] = coords[0] + random.random() * 8 

    else: 

        coords_cartesian[i][0] = coords[0] - random.random() * 8 
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    if random.random() >= 0.5: 

        coords_cartesian[i][1] = coords[1] + random.random() * 8 

    else: 

        coords_cartesian[i][1] = coords[1] + random.random() * 8 

 

plt_coords(coords_cartesian) 

 

 

UVA_test_coords = [] 

# 仍然 15次遍历，把刚刚添加了随机数的结果的 copy 放到了 dr_testing_location里面 

for i in range(len(coords_cartesian)): 

    UVA_test_coords.append(list(coords_cartesian[i])) 

distance = 0 

# 再 15次 

for i in range(1, len(UVA_test_coords)): 

     distance = distance + get_dist(UVA_test_coords[i],  

coords_cartesian_right[i]) 

 

print("未开始校准前,各无人机与其对应目标点的距离的总和为 ：",distance) 

 

 

print("由 FY14、FY15，率先校准第一列的 x轴坐标，使得第一列能够对齐") 

w_adj_first_column(UVA_test_coords) 

plt_coords(UVA_test_coords) 

 

 

print("由处于第一列的 FY13、FY14和 FY15，开始进行第二列的校准") 

w_adj_coords(UVA_test_coords, 0, 1, 2, range(5, 9)) 

plt_coords(UVA_test_coords) 

 

 

print("由第二列 FY08、FY09和 FY10，再开始第一列的校准") 

w_adj_coords(UVA_test_coords, 5, 6, 7, [1, 2, 3, 4]) 

plt_coords(UVA_test_coords) 

 

print("再让第一列与 FY15对齐") 

w_adj_first_column(UVA_test_coords) 

plt_coords(UVA_test_coords) 

 

print("由 FY13、FY14和 FY15，开始对其他无人机的校准") 

w_adj_coords(UVA_test_coords, 0, 1, 2, range(5, 15)) 

plt_coords(UVA_test_coords) 

print("校准后各无人机的直角坐标     ",UVA_test_coords) 

 


